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Determinant

2ˆ 2 bir lineer denklem sistemi A~x “ ~b olarak asagidaki sistemi göz önüne alalım.

Kabul edelim ki, a11, a12, a21, a22, b1, b2 öyle sayilar olsun ki sistemin tek cozumu
olsun.

O halde,

x1 ve x2 cozumlerinin paydalarına baktigimizda, sadece ve sadece A nin eleman-
larina bagli oldugunu goruruz. Dahası, x1 ve x2 nin paydaları aynidir!

Bu verilen bir n ˆ n lineer denklem sisteminin tek cozumu oldugunda gorulur.
Ve bu payda a11a22 ´ a21a12 Lineer Cebir de sık karsımıza çıkar.

Tanim 1 (Bir kare matrisin determinanti) A~x “ ~b lineer sistemi kare bir sis-
tem olsun ve tek cozumu olsun. Iste bu tek cozumun paydasına A matrisinin
determinantı denir. Kare olmayan matrisin determinantı tanimsizdir.

Determinantı bulmak icin kare lineer denklem sistemini çözmek çok islem gerek-
tirir ve sonunda da ortak paydayı tespit etmek zordur. nˆ n matrisler icin deter-
minantı bulmanın daha kolay bir yolu vardır.

2ˆ 2 matrislerin determinantini bulmak:

Proposition 2 A “

„

a b
c d



matrisi a, b, c, d P R verilsin. A nin determinanti

asagidaki gibi tanimlidir:

|A| “ detpAq “ ad´ bc

http://eminecelik.sakarya.edu.tr/tr/duyuru/goruntule/liste
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Alternatif gösterim:

∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣ gösterimi de determinant icin kullanılır. (mutlak deger

degildir!)

Ornek.∣∣∣∣1 2
3 4

∣∣∣∣ “ p1qp4q ´ p2qp3q “ ´2

Tanim 3 A bir nˆ n kare matris olsun. O zaman

• A nin Mij ile gösterilen pi, jq´ minoru, A dan i. satiri ve j. sutunu çıkararak
elde edilen matrisin determinantina denir.

• A nin Cij ile gösterilen pi, jq´ kofaktoru: Cij “ p´1qi`jMij dir.

Ornegin,

A “

»

–

1 2 3
4 5 6
7 8 9

fi

fl

matrisini goz onune alalim. O halde A nin p1, 1q´minoru ve kofaktoru:

C11 “ p´1q2M11 “ p´1q

∣∣∣∣5 6
8 9

∣∣∣∣ “ ´3

A nin p1, 2q´minoru ve kofaktoru:

C12 “ p´1q3M12 “ p´1q

∣∣∣∣4 6
7 9

∣∣∣∣ “ 6

A nin p1, 3q´minoru ve kofaktoru:

C13 “ p´1q4M13 “ p1q

∣∣∣∣4 5
7 8

∣∣∣∣ “ ´3

A nin p2, 1q´minoru ve kofaktoru:

C21 “ p´1q3M21 “ p´1q

∣∣∣∣2 3
8 9

∣∣∣∣ “ 6

A nin p2, 2q´minoru ve kofaktoru:

C22 “ p´1q4M22 “ p1q

∣∣∣∣1 3
7 9

∣∣∣∣ “ ´12

A nin p2, 3q´minoru ve kofaktoru:

C23 “ p´1q5M23 “ p´1q

∣∣∣∣1 2
7 8

∣∣∣∣ “ 6

A nin p3, 1q´minoru ve kofaktoru:

C31 “ p´1q4M31 “ p1q

∣∣∣∣2 3
5 6

∣∣∣∣ “ ´3
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A nin p3, 2q´minoru ve kofaktoru:

C32 “ p´1q5M32 “ p´1q

∣∣∣∣1 3
4 6

∣∣∣∣ “ 6

A nin p3, 3q´minoru ve kofaktoru:

C33 “ p´1q6M33 “ p1q

∣∣∣∣1 2
4 5

∣∣∣∣ “ ´3

Teorem 4 A bir nˆ n kare matris olsun. O zaman

detpAq “
n
ÿ

k“1

aikCik “ ai1Ci1 ` ai2Ci2 ` ¨ ¨ ¨ ` ainCin i. satir acilimi

detpAq “
n
ÿ

k“1

akjCkj “ a1jC1j ` a2jC2j ` ¨ ¨ ¨ ` anjCnj j. sutun acilimi

Ornek.

Tanim 5 Seyrek matris en az birkaç sifiri olan matristir.

Ornegin, elementer matrisler, üçgen matrisler seyrek matrislerdir.

Tanim 6 Yogun matris en fazla bir kaç sifiri olan matristir.
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Seyrek matrisin determinantı:

Kofaktor acilimi seyrek matrisler icin etkili bir yöntemdir ve bunu uygularken
en çok sifir içeren satıra veya sutuna gore acilimi yapınız.

Kofaktor acilimi bir nˆn yogun matris icin pn ě 4q çok islem gerektirir. Yogun
matrisler icin daha iyi bir metodu ileride göreceğiz.
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Üçgen matrisin Determinanti:

Teorem 7 A bir nˆn üçgen matris olsun. O zaman, detpAq “ a11a22 ¨ ¨ ¨ ann’ dir.
Yani, bir üçgen matrisin determinantı asal köşegen elemanlarının carpimidir.

Ispat: A nin bir üst üçgen matris oldugunu kabul edelim.

A “

»

—

—

—

–

a11 a12 ¨ ¨ ¨ a1n
0 a22 ¨ ¨ ¨ a2n
...

... . . . ...
0 0 ¨ ¨ ¨ ann

fi

ffi

ffi

ffi

fl

.

Ilk sutuna gore açarak determinantini hesaplayalım.

|A| “

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 ¨ ¨ ¨ a1n
0 a22 ¨ ¨ ¨ a2n
... . . . ...
0 0 ¨ ¨ ¨ ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ “ p´1q1`1a11detA11 “ a11det

»

–

a22 ¨ ¨ ¨ a2n
... . . . ...
0 ¨ ¨ ¨ ann

fi

fl .

A11 matrisi de yine bir üst üçgen matris. Ayni sekilde devam edersek,

|A| “ a11a22det

»

–

a33 ¨ ¨ ¨ a3n
... . . . ...
0 ¨ ¨ ¨ ann

fi

fl .

Bu islemlere 2ˆ 2 alt matrisi elde edene kadar devam edelim öyle ki

|A| “ a11a22 ¨ ¨ ¨ an´2,n´2det

„

an´1,n´1 an´1,n
0 ann



.

“ a11a22 ¨ ¨ ¨ ann.

Köşegen matris ayni zamanda bir üst üçgen matris olduğu icin ayni sonuc köşegen
matris icin de geçerlidir.

Eğer A matrisi bir alt üçgen matris ise ispatı benzerdir. Burada, yalnız ilk satıra
gore açarak determinant hesaplanır.

Teorem 8 A bir nˆ n kare matris olsun.

1. Bir determinantta herhangi bir satir (ya da sutun) elemanlarının hepsi 0 ise
determinantin degeri 0dir.

2. Bir determinantin herhangi iki satiri (ya da sutunu) birbirine eşitse determi-
nantin degeri 0 dir.

3. Bir determinantin herhangi iki satir (ya da sutun) elemanları karsilikli olarak
orantılı ise determinantin degeri 0 dir.
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Elementer satir islemleri ve determinant:

Teorem 9 A ve B, nˆ n kare matrisler olsun.

(i) Eger A
RiØRj
ÝÝÝÝÑ B, o zaman detpBq “ ´detpAq.

(ii) Eger A
αRjÑRj
ÝÝÝÝÝÑ B, o zaman detpBq “ αdetpAq.

(iii) Eger A
αRi`RjØRj
ÝÝÝÝÝÝÝÑ B, o zaman detpBq “ detpAq.

Teorem 10 A ve B, nˆ n kare matrisler olsun.

(i) Eger A
CiØCj
ÝÝÝÝÑ B, o zaman detpBq “ ´detpAq.

(ii) Eger A
αCjÑCj
ÝÝÝÝÝÑ B, o zaman detpBq “ αdetpAq.

(iii) Eger A
αCi`CjØRj
ÝÝÝÝÝÝÝÑ B, o zaman detpBq “ detpAq.

Ornek.
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Ornek.

|A| “

∣∣∣∣∣∣
1 ´6 0
2 0 ´5
0 3 ´1

∣∣∣∣∣∣ “ 3

∣∣∣∣∣∣
1 ´2 0
2 0 ´5
0 1 ´1

∣∣∣∣∣∣
Ornek.

|A| “

∣∣∣∣∣∣
´2 1 0
0 3 5
1 2 ´1

∣∣∣∣∣∣ “ ´
∣∣∣∣∣∣

1 2 ´1
0 3 5
´2 1 0

∣∣∣∣∣∣
Ornek.

A “

»

–

0 ´7 14
1 2 ´2
0 3 ´8

fi

fl matrisinin determinantini bulunuz.
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Ornek.

A “

»

–

´3 5 2
2 ´4 ´1
´3 0 6

fi

fl matrisinin determinantini bulunuz.
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Matrislerin Carpiminin ve Transpozesinin Determinanti
Ornek. A ve B, nˆ n kare matrisler olsun. AB terslenebilir bir matris ise, A da
terslenebilir bir matristir ve tersi BpABq´1’ dir.
Çozum.
AB terslenebilir bir matris olsun. Eger BpABq´1 ¨ A “ A ¨ BpABq´1 “ I ise A

terslenebilirdir.
BpABq´1A “ BB´1A´1A “ I

ABpABq´1 “ ABB´1A´1 “ I

Teorem 11 A,B nˆ n kare matrisler ve α ­“ 0 olsun.

(1) |AB| “ |A||B|

(2) |αA| “ αn|A|

(3) |AT | “ |A|

‚ 2. madde asagidaki durumlar icin determinant hesaplarken kullanislidir:

Ornek.

A “

»

–

10 ´20 40
30 0 50
´20 ´30 10

fi

fl matrisinin determinantini bulunuz.
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Sonuc 12 A1, A2, ¨ ¨ ¨ , Ak nˆ n kare matrisler olsun.

|A1 ¨ A2 ¨ ¨ ¨Ak| “ |A1||A2| ¨ ¨ ¨ |An|

Sonuc 13 A, nˆ n kare matris ve k ě 2 pozitif tamsayi olsun.

|Ak
| “ |A|k

Teorem 14 Bir A kare matrisi terslenebilirdir ô |A| ­“ 0

Ornek.

Asagidaki her bir matrisin terslenebilir olup olmadigini belirleyiniz.
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Teorem 15 A matrisi nˆ n terslenebilir matris olsun. O halde

|A´1| “
1

|A|

Uyari!

Ornek.

A “

»

–

1 0 3
0 ´1 2
2 1 0

fi

fl matrisi veriliyor. |A´1|’ i bulunuz.
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Teorem 16 A bir nˆ n kare matris olsun. Asagidakiler eşittir!

(1) A terselenebilir bir matristir.

(2) A~x “ ~b sadece tek bir cozume sahiptir!

(3) A~x “ ~0 sadece aşikar cozum ~x “ 0 a sahiptir! x1 “ 0, x2 “ 0, ¨ ¨ ¨ .

(4) A matrisi I matrisine satırca denktir!

(5) A matrisi elementer matrislerin carpimi olarak yazılabilir.

(6) |A| ­“ 0

Ornek. Asagidaki sistemlerden hangisi tek cozume sahiptir?


