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Determinant

2 x 2 bir lineer denklem sistemi AZ = b olarak asagidaki sistemi goz oniine alalim.

a1x1 + anxy; = b

aplxy + anpx by
a; ax

ail an }

Kabul edelim ki, aq1, ai2, asq, ass, b1, bo Oyle sayilar olsun ki sistemin tek cozumu
olsun.

O halde,

biay—byan
X1 — 182 — 1412 — 1 biaxp — byap
a1 —o01a
X2 - apnax — ayayp | baan — biax

aila; —a1ai2

X1 ve To cozumlerinin paydalarina baktigimizda, sadece ve sadece A nin eleman-
larina bagli oldugunu goruruz. Dahasi, 1 ve z9 nin paydalar1 aynidir!

Bu verilen bir n x n lineer denklem sisteminin tek cozumu oldugunda gorulur.
Ve bu payda aj1a99 — asiaio Lineer Cebir de sik karsimiza cikar.

Tanim 1 (Bir kare matrisin determinanti) AZ = b lineer sistemi kare bir sis-
tem olsun ve tek cozumu olsun. Iste bu tek cozumun paydasina A matrisinin
determinanty denir. Kare olmayan matrisin determinanty tanimsizdir.

Determinanti bulmak icin kare lineer denklem sistemini ¢ozmek ¢ok islem gerek-
tirir ve sonunda da ortak payday1 tespit etmek zordur. n x n matrisler icin deter-
minant1 bulmanin daha kolay bir yolu vardir.

2 x 2 matrislerin determinantini bulmak:

a

c d
asagidakt gibi tanimlidir:

Proposition 2 A = } matrisi a,b,c,d € R wverilsin. A nin determinanti

|A| = det(A) = ad — be
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Alternatif gésterim: ‘a gosterimi de determinant icin kullanilir. (mutlak deger

c d'
degildir!)

Ornek.
1 2

5 - W - - -

Tanim 3 A bir n x n kare matris olsun. O zaman

o A nin M;; ile gosterilen (i, j)— minoru, A dani. satiri ve j. sutunu ¢ikararak
elde edilen matrisin determinantina denir.

o A nin Cyj ile gosterilen (i,j)— kofaktoru: C;; = (—1)""M;; dir.

Ornegin,
1 2 3]
A=1[4 56
789
matrisini goz onune alalim. O halde A nin (1, 1)—minoru ve kofaktoru:
5 6
Ci = (=1)2My; = (—1) g 9‘:—3
A nin (1,2)—minoru ve kofaktoru:
4 6
Clo = (—=1)°Myy = (—1) ‘7 9‘ =6
A nin (1, 3)—minoru ve kofaktoru:
45
013 = ( ) M13 (1) ‘7 8| = -3
A nin (2, 1)—minoru ve kofaktoru:
2 3
Coy = (—1)*My; = (—1) ‘8 9‘ =6
A nin (2,2)—minoru ve kofaktoru:
13
Ca= ()M = |} o[ =12
A nin (2,3)—minoru ve kofaktoru:
1 2
023—( )M23 (1)‘7 8‘:6
A nin (3,1)—minoru ve kofaktoru:
2 3
031 = ( ) M31 (1) | | = -3

5 6
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A nin (3,2)—minoru ve kofaktoru:

13

Cso = (— )M32—(1)‘4 6‘:6
A nin (3, 3)—minoru ve kofaktoru:
1 2
= ( — 6 — = —
Cs3 = (=1)"Mss = (1) |4 5| 3

Teorem 4 A bir n x n kare matris olsun. O zaman
n
det(A) = Z a;rCir = a;1Ci1 + ainCio + - -+ + a4, Cyy, 1. satir acilimi
k=1
n

d@t(A) = Z aij’kj = ale’lj + aszQj + -+ ananj J. sutun acilimi

k=1
Ornek.
0 2 1
Verilen matrisin determinantini hesaplayalim. A — 4 3 3 |.
{1 1 2]
Al = (0)Cii + (2)Ci2+ (1)Ci3
— ( 11+1 )‘? ;‘+ 1+22)|41" ;‘ 1)1—{—3(1)‘41" :;‘
0+ (=2)[(4)(2) = G)W)] + (1) [(4)(1) = B)(1)]
-9
Al = ()Cn (4)Cor + (1)GC3
= oo 3 @] ] e § g
+(=4)[(2)2) = (] + (D [2)(3) = (1)(B)]

—9

Tanim 5 Seyrek matris en az birkac sifiri olan matristir.

Ornegin, elementer matrisler, iiggen matrisler seyrek matrislerdir.

—_— O U O
S N O N
(@ BN N e
e e
o0 W O =
b N O O
(@ BEN N N e)
- O o0 O

Tanim 6 Yogun matris en fazla bir kag¢ sifiri olan matristir.

4

—_— U N =
—_— W
— N 0 B~

3
7
7
0

o0 W W =—

8
2 )
1

— O\ O\
(Y i) e
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Seyrek matrisin determinanti:

Kofaktor acilimi seyrek matrisler icin etkili bir yontemdir ve bunu uygularken
en cok sifir iceren satira veya sutuna gore acilimi yapiniz.

-2 0 5 0
Verilen matrisin determinantini bulunuz. A = 06 4 2
0 0 0 8
1 0 -3 -3
|Al = (0)C31 + (0)Csz + (0)C33 + (8)C3q
-2 0 5
= (—=1)’**@8)| 0 6 4
I 0 -3
= ®or@ce| 73]

Kofaktor acilimi bir n x n yogun matris icin (n > 4) ¢ok islem gerektirir. Yogun
matrisler icin daha iyi bir metodu ileride gorecegiz.
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I"Jggen matrisin Determinanti:

Teorem 7 A bir n x n dg¢gen matris olsun. O zaman, det(A) = ajiag - - apy " dir.
Yani, bir ticgen matrisin determinant: asal kosegen elemanlarinin carpimidir.

1 2 0 -2
0 -3 -4 4
0o 0 5 9
0 0 0 -1

Verilen matrisin determinantini hesaplayalim. A —

det(A) = a11a2a33044 = (1)(—3)(5)(—1) =115

Ispat: A nin bir st iiggen matris oldugunu kabul edelim.

ai; a2 -+ Qip
. 0 agp - a
0 0 - ap
Ilk sutuna gore acarak determinantini hesaplayalim.
ailr a2 o Qg G e a
0 a9 -+ Qo - 22 2n
Al = = (—1)""andetAy = andet |
' ' 0O --- a
0 0 . nn

A1 matrisi de yine bir iist ticgen matris. Ayni sekilde devam edersek,

as - a3y
‘A| = aq1a99det :
0 - ap,

Bu islemlere 2 x 2 alt matrisi elde edene kadar devam edelim oyle ki

ap—-1n—1 Qan—1n
0 nn |

|A| = a1ag - - - ap—g,—adet {

= 11G22 * " " App-
Kosegen matris ayni zamanda bir tist iicgen matris oldugu icin ayni sonuc kosegen
matris icin de gegerlidir.
Eger A matrisi bir alt tiggen matris ise ispat1 benzerdir. Burada, yalniz ilk satira
gore acarak determinant hesaplanir. m

Teorem 8 A bir n x n kare matris olsun.

1. Bir determinantta herhangi bir satir (ya da sutun) elemanlarinin hepsi 0 ise
determinantin degeri Odar.

2. Bir determinantin herhangi iki satiri (ya da sutunu) birbirine egitse determi-
nantin degeri O dir.

3. Bir determinantin herhangi iki satir (ya da sutun) elemanlar karsilikli olarak
orantily ise determinantin degeri 0 dir.
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Elementer satir islemleri ve determinant:
Teorem 9 A ve B, n x n kare matrisler olsun.

(i) Eger A e N B, o0 zaman det(B) = —det(A).

i B, o zaman det(B) = adet(A).

aR; +Rj <—>Rj

(i) Eger A
(iii) Eger A B, o0 zaman det(B) = det(A).
Teorem 10 A ve B, n x n kare matrisler olsun.

(i) Eger A GG, B, o0 zaman det(B) = —det(A).
OzC’j—>Oj

(ii) Eger A B, o0 zaman det(B) = adet(A).
(iii) Eger A SOt Cyety, B, o0 zaman det(B) = det(A).
Ornek.

1 2 3 R I 2 3
4 5 6 200, (-=1)| 7 8 9
7 8 9 4 5 6
1 2 3 RS R 1 1 2 3
45 6 DReoRe, (Z) 16 20 24
7 8 9 7 8 9
1 2 3 1 2 3
405 6| UHROR, 45 6
7 8 9 4 2 0
1 2 3 1 3 2
4 5 6 Lo, (-1)| 4 6 5
7 8 9 7 9 8
1 2 3 s 1 1 8 3
45 6 Waoa, (Z) 4 20 6
7 8 9 7 32 9
1 2 3 s 1 2 0
405 6| ARG 1y s g
7 8 9 7 8 —12

N = =

QoI N

OGN



Lineer Cebir 7 Emine Celik Ph.D.

Ornek.
1 -6 0 1 -2 0
Al=12 0 —-5|=3]|2 0 -5
0 3 -1 0O 1 -1
Ornek.
-2 1 0 1 2 -1
Al=]0 3 5|=—]0 3 5
1 2 -1 -2 1 0
Ornek.
0 -7 14
A=11 2 —2| matrisinin determinantini bulunuz.
0 3 -8
0O —7 14 1 2 =2
| 2 —2l=—-10 =7 14
0 3 —8 0 3 -8
1 2 =2
=710 1 -2
0 3 -8
1 2 =2
=710 1 -2
0 0O —2

|A| = 7(1)(1)(=2) = — 14,
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Ornek.
-3 5 2
A= 2 —4 —1| matrisinin determinantini bulunuz.
-3 0 6
-3 5 2 -3 5 —4
Al =| 2 -4 —1|=| 2 -4 3
-3 0 6 -3 0 0
— —4
; — 4 5 —4 _ _
|A| =| —4 3| = —3(—1) _4 3 T —-3(1)(—1) = 3.
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Matrislerin Carpiminin ve Transpozesinin Determinanti
Ornek. A ve B, n x n kare matrisler olsun. AB terslenebilir bir matris ise, A da
terslenebilir bir matristir ve tersi B(AB)™! dir.

Cozum.
AB terslenebilir bir matris olsun. Eger B(AB)™ - A= A.-B(AB) ' =1 ise A

terslenebilirdir.
B(AB)'A=BB 'A'A=1

AB(AB) ' = ABB'A™' =1
Teorem 11 A, B n x n kare matrisler ve o & 0 olsun.
(1) [AB| = |A[|B|
(2) laA] = o"|A]
(5) |AT] = |A]

e 2. madde asagidaki durumlar icin determinant hesaplarken kullanislidir:

-1 -2 3 1 2 -3

4 -5 —6|=(=1] -4 5 6

-7 8 -9 7 -8 9

—240 360 0 -2 3 0

600 120 —120 | =(120*] 5 1 -1
0 960 720 0 8

1/4 —1/3 1)2 a3
~5/6  2/3 0 (—) 10 8 0
3/2 0 —3/4

Ornek.

10 —20 40
A=1 30 0 50| matrisinin determinantini bulunuz.

—20 —30 10
1 -2 4 1 -2 4
A=100 3 0 5| v |3 0 5 =5
-2 -3 1 -2 -3 1
1 -2 4
Al =101 3 0 5| =1000(5) = 5000.
-2 -3 1
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Sonuc 12 Ay, Ay, -, A n x n kare matrisler olsun.

|Ay - Ay - Ag| = |Aq]| Ao - - | Ay

Sonuc 13 A, n x n kare matris ve k = 2 pozitif tamsayi olsun.

[AF| = [A]"
Teorem 14 Bir A kare matrisi terslenebilirdir < |A| £ 0

PROOF:

(=) : Aterslenebilir bir matris olsun. O zaman,

ATA=1
= [A7IA] = 1]
= A=Al = |1]
— A7|A] =1
— JA7 ! #0and |A] #0
(<) : Al #£0 ise A Gawss—Jordan, 1 Cunku 11| #0
= [A]l] Gauss—Jordan [I|A7'] = A~! vardir. = A terslenebilir.
Ornek.

Asagidaki her bir matrisin terslenebilir olup olmadigini belirleyiniz.

0 2 -1 0 2 -1
a. |3 —2 1 b. |3 -2 1
3 2 -1 3 2 1
0 2 -1
a. |3 -2 1{=0
3 2 —1
0 2 —1
b. 3 -2 I =—-12#0




Lineer Cebir 11 Emine Celik Ph.D.

Teorem 15 A matrisi n x n terslenebilir matris olsun. O halde

1
A7 = o
Al
PROOE: A terslenebilir olsun. O zaman,|A| # 0 ve
A-TA =1
= JA7M|A] = 1|
—  JalAl =1
1
— |A—1| = —
A|
Uyari!

Genelde |A +B| # |A| +|B| ve |A—B|# |A| —|B:

(1 2 3 =5

OzamanA—f—B—_;I- _gl VeA—B—[:% g]

— |A+B|=53#-2+32=|A| + |B|
— |[A—B|=7#-2-32=|A| - |B]|

Ornek.

)

matrisi veriliyor. |[A7!" i bulunuz.

BN

I
O
—_

—_
S NN W

Buradan, |A~'| = 1/|A| formulunden |A™'| = .
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Teorem 16 A bir n x n kare matris olsun. Asagidakiler esittir!
(1) A terselenebilir bir matristir.

(2) AT = b sadece tek bir cozume sahiptir!

(8) A% = 0 sadece asikar cozum & = 0 a sahiptir! x1 = 0,25 = 0, - - -
(4) A matrisi I matrisine satirca denktir!

(5) A matrisi elementer matrislerin carpimi olarak yazilabilir.

(6) |A] + 0

Ornek. Asagidaki sistemlerden hangisi tek cozume sahiptir?

a. 2%, — x5 = —1 b. 26, —x3 = —1
3x, = 2x, tx3 = 4 3x, = 2x, +x;= 4
3x, + 2x, —x3 = —4 3x, + 2x, + x; = —4

Iki sistemin de katsayilar matrisinin determinantina bakiyoruz.
Determinanti sifirdan farkli olan sistem tek cozume sahiptir.
0 2 —1

0
a. |3 —2 I =0 b. |3 —2 1| = —12
3 2 —1 3



